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Aucun document ou matériel électronique n’est autorisé.

Le sujet comporte 3 exercices indépendants

Consignes

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs
calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document; seule l'utilisation d’une regle graduée est
autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la
signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu'il sera amené a prendre.

A l'issue de chaque composition écrite, tout candidat est tenu sous peine d’élimination, de remettre au
surveillant une copie (méme blanche, qui sera alors signée). La seule responsabilité du candidat est engagée
dans le cas contraire. Tout candidat sortant avant la fin des épreuves doit obligatoirement remettre le sujet en
méme temps que sa copie.




Exercice 1

Soit  un endomorphisme non nul de R* tel que #* = 0.
1) a) Déterminer les valeurs propres de u.
b) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

2) Comparer Im u et Ker u. En déduire que rg(u) < 2.

3) On suppose dans cette question que rg(u) = 1.
On consideére un vecteur ¢; qui n’est pas dans Ker « et on pose e, = u(el) .

Vérifier que e, appartient a Ker # puis montrer que I’on peut trouver deux vecteurs e; et ¢, tels que
(e2.€3.€,4) soit une base de Keru. Montrer que (e;,e,.e;,¢,) est une base de R*. Quelle est la matrice
de u dans cette base ?

Dans toute la suite de I’exercice, on suppose que u est de rang égal a 2.

4) a) Etablir que Keru=Imu.
b) Soit (el,ez) une base de Ker u. Justifier qu’il existe deux vecteurs e; et e, tels que ¢ = u(e3)

et e = u(e4) et montrer que (el,ez,e3,e4) est une base de R*.

0010
. 0 0 1

¢) Montrer que la matrice de u dans cette base est U = 00 0 ol
00 00

5) Onnote C(u) = {v eL(R*), ucv=vou} et Pu)={veL(R*),ISe R[X], v==S(u)}.
a) Montrer que C(u) est un sous-espace vectoriel de £(RR*). En caractérisant la matrice d’un
élément v de C(u) dans la base (el,ez,e3,e4) , donner la dimension de C().

b) Montrer que la dimension de P(u) est égale a 2.
¢) A-t-on C(u) = P(u) ?

Exercice 2

—— sil0<x<1
Soit fla fonction définie sur R par: f(x)=<In2(1+x)

0 sinon
1) Montrer que f peut étre considérée comme densité d'une variable aléatoire X a valeurs dans ]0,1].
2) Déterminer la fonction de répartition /', de X.
3) Calculer E(X) et V' (X).

4) On pose Y _L et on admet que Y est une variable aléatoire.

a) Montrer que la fonction de répartition de Y est la fonction F, définie par :

Osix<l1
F, (x)=
r () 1—Lx1n(1+1)six21
In X

b) Vérifier que Y est une variable aléatoire a densité.
¢) Donner une densité de Y.
d) Etudier I'existence de I'espérance de Y.



5) On note N la partie entiere de Y. On admet que N est une variable aléatoire et on rappelle que, pour
tout ® de Q,ona: N(0)<Y(o)<N(0)+1.
a) Déterminer N (Q).
b) Calculer, pour tout entier naturel k£ non nul, la probabilité P(N =k) en fonction de k.
1
d) Etudier I'existence de E(N).

¢) Montrer que : P(N =k)

6) On pose Z=Y—N.

a) Déterminer Z(Q).

b) Utiliser la formule des probabilités totales pour donner la fonction de répartition de Z et vérifier
que Z suit la méme loi que X.

Probléme

On se propose d’étudier la marche aléatoire d’une particule se déplagant sur les points d’abscisses
entiéres d’un axe gradué d’origine O.
La particule est a I’origine au temps 0 et se déplace a chaque unité de temps d’une unité sur la droite

(I’abscisse de la particule augmentant d’une unité) avec la probabilité 3 ou d’une unité sur la gauche

(I’abscisse de la particule diminuant d’une unité) avec la probabilité 3

On suppose que les déplacements de la particule sont indépendants les uns des autres.

Pour tout entier naturel &, on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si le kome déplacement a lieu vers
la droite et qui vaut —1 si le £ déplacement a lieu vers la gauche.

La suite (X1 est donc une suite de variables aléatoires indépendantes dont la loi de probabilité est
donnée par :

PXe=1)=PX,=-1)=

N | —

Pour tout entier naturel » non nul, on note S, ’abscisse de la particule a I’instant », on a donc en
particulier S, = 0.

On suppose que toutes les variables aléatoires décrites précédemment sont définies sur un espace
probabilisé (Q, 4, P).

Questions préliminaires.

1) Soient (a,) et (b,) deux suites de réels strictement positifs vérifiant les deux conditions suivantes :
(i) La série de terme général g, est divergente.
(iya, ~ b,

n——+0

a) Justifier que : Ve >0, Inge N, Vu > ny, | a,—b, | < €b,.

Zak_Zbk Szo|ak—bk|+8 Z bk‘
k=1

k=1 k=1 k=ny+1

b) En déduire que : Vn > ny,

n n
¢) Montrer finalement que :Zak ~ Zbk
k=1 T k=l

2) On admet la formule de Stirling: n! ~ 27n n"e™".

n—>+0

En déduire un équivalent simple de (2,{’) lorsque 7 est au voisinage de +oo.



Partie 1 : abscisse de la particule au temps n.

1) Donner, pour tout entier £ de N*, I’espérance E(X;) et la variance V(X}) de la variable aléatoire X,.

2) a) Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, exprimer S, en fonction de certaines des variables X;.
b) En déduire, pour tout entier n de N*, I’espérance E(S,) et la variance V(S,,).

3) a) Vérifier que I'unique couple (a, b) de ]0, +oo] x R tel que la variable aléatoire Y, définie, pour

tout entier k de N*, par ¥, = a X} + b, suive la loi de Bernoulli de parameétre %, est le couple (%,%) .

b) En déduire la loi de S,,.

¢) Montrer que, pour tout couple (n, m) de N*xN*_S,.,, — .S, suit la méme loi que S,,.

d) En déduire la covariance des variables aléatoires S, et S,.,,. Ces variables aléatoires sont-elles
indépendantes ?

Partie 2 : nombre moyen de retours a origine.

Pour tout entier # supérieur ou égal a 1, on note Z, la variable aléatoire égale au nombre de fois ou la
particule est repassée a I’origine entre les instants 1 et 2n (1 et 2n compris).

On note Oy la variable aléatoire qui vaut 1 si la particule est a I’origine a I’instant &, et 0 sinon.

1) Donner, selon la parité de £, la loi ainsi que I’espérance de la variable aléatoire O.

2) Exprimer Z, en fonction de certaines des variables Oy et en déduire I’espérance de Z, sous forme de
somme.

3) a) Montrer que z B 2n .

[k no

b) En déduire, en utilisant les résultats des questions préliminaires, que : E(Z,) ~ 2 \/Z .
n T

—>+0
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Exercice 1

1) a) Comme u* = 0, le polynéme X2 est annulateur de u et ainsi, 0 est la seule valeur propre
possible de u.

De plus, si 0 n’était pas valeur propre, alors u serait bijectif et en composant ’égalité u* = 0 par u~!,
on obtiendrait # =0, ce qui n’est pas le cas puisque u n’est pas nul.

On a donc : Sp(u) ={0}.

b) Ayant 0 comme seule valeur propre, si u était diagonalisable, sa matrice dans une base de R*
serait la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont nuls, ¢’est-a-dire la matrice nulle, et on
aurait # =0, ce qui n’est pas le cas
Conclusion : u n’est pas diagonalisable.

2) Pour tout y de Im #, il existe un réel x tel que y =u(x) et on a alors : u(y) =u? (x) =0, ce qui

montre que y appartient a Ker u.
On a donc :
Im uc Ker u

On en déduit que rg(u) < dim(Ker u) et avec le théoréme du rang, on obtient : rg(u) < 4 —rg(u). Ceci
donne :
rg(u) <2

3) Comme on suppose que rg(x) = 1, on a dim(Ker ) = 3.
On considere un vecteur ¢; qui n’est pas dans Ker « et on pose e, = u(el) .
On a u(ey)=u?(e)=0 donc e, appartient & Ker u. La famille (e,) est libre car e, =0, sinon on
aurait ¢; dans Ker u et, d’apres le théoreme de la base incompléte, on peut compléter la famille libre
(e2) en une base (e,.e;.¢,) de Keru.
Testons la liberté de la famille (el,ez,e3,e4) en considérant 4 réels a, b, ¢ et d tels que :
ae, +be, +ces +de, =0 (%)
En appliquant u, il reste : au(e;)=0, ¢’est-a-dire ae, =0. Comme e, #0,0ona a=0.
En injectant ce résultat dans (*), il reste be, +ce; +de, =0 et comme la famille (ez,e3,e4) est libre,
onab=c=d=0.
Conclusion : la famille (el,ez,e3,e4) est libre et de cardinal 4 donc ¢’est une base de R*.

Comme u(e;)=e,, u(e;)=u(e;)=u(e,;)=0, la matrice de u dans cette base est :

00 00
1 0 00
00 00
00 00

4) a) Comme u est de rang égal a 2, on a dim(Ker )= dim(Im #) et comme Im uc Ker u, on peut
conclure, grace au théoréme du sous-espace, que : Keru =Im u.

b) Comme (el ,ez) est une base de Ker u, c’est aussi une base de Im u puisque Ker z = Im u.
Dés lors, par définition de I’image, il existe deux vecteurs e; et ¢, tels que ¢ = u(e3) et e, = u(e4) .
Testons la liberté de la famille (el,ez,e3,e4) en considérant 4 réels a, b, ¢ et d tels que :

ae, +be, +ces +de, =0 (%)
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En appliquant u, il reste : cu(e;)+du(e,;) =0, c’est-a-dire ce, +de, =0. Comme (e;,e,) est une base
de Keru, c’est une famille libre etonentire: c=d =0.
En injectant ce résultat dans (*), il reste ae, + be, =0 et pour la méme raison,ona a=5b=0.

Conclusion : la famille (el,ez,e3,e4) est libre et de cardinal 4 donc ¢’est une base de R*.

¢) On a u(e)=0, u(e , u(e;)=¢ et u(e;)=e, donc la matrice de u dans la base

(el,eQ,e3,e4) est U =

oo~o°

)=
1
0
0
0

S O O O
S O O O

5) On est toujours sous I’hypothéese que rg(u) = 2.
a) C(u) n’est pas vide car u appartient a C(u).
C(u) est inclus dans I’espace vectoriel £( R*).
Si v et w sont deux éléments de C(u) et si A est un réel, alors on a :
uo(v+kw)=u0v+kuow=vou+kw0u=(v+kw)ou
Conclusion : C(u) est un sous-espace vectoriel de £(R*).

a as ay

Soit ¥ = bbby by la matrice d’un élément v de C(u) dans la base (e.e),e35,¢,), on a
a ¢ oo
d d, dy d,
UV =VU , ce qui donne :
001 O0Ya a a5 a a a a a0 0 1 0
0 0 0 1| b by by by| |b by by by||0 0 0 1
000001020304_c1c263c4OOOO
0 00 O)\dy, d, dy d, d d, dy d,)\0 0 0 0

L G 3 Cy 00 g o
On a alors : di dy ds d = 0.0 & b
0 0 0 O O 0 (&] Cy
0O 0 0 O 0 0 d d,

Ontrouvedonc: ¢, =¢,=dy=d, =0, c3=a,, ¢, =a,, dy=b,, dy =b, .

a a, ay a
b b, by b,

0 aq a
0 0 b b

Finalement : 7 =



La matrice V est donc combinaison linéaire des 8 matrices :

1000 01 00 0000 0000 0010 000 1
0000 0000 1000 01 00 0000 0000
0010 ]000T1 |000O0|0000O0 (0000 [0000]|
0000 0000 0010 000 1 0000 0000
00 00)(000O0O
001 0/|000O0°1
0000|0000
00000000

Comme ces 8 matrices forment une famille libre (il suffit de résoudre ' =0 avec la matrice V écrite
plus haut), on peut conclure : dim (C(u)) = 8.

b) Comme > =0, on a évidemment P(u) = Vect(Id,u). La famille (Id,u) est libre, sinon on

aurait u = Ald , ce qui donnerait u> =3Id =0, d’ou A=0, puis u=0.
Conclusion : la dimension de P(u) est égale a 2.

¢) Les dimensions de C(u) et de P(u) sont différentes, on n’a donc pas C(u) = P(u).

Exercice 2
1) On vérifie les trois points classiques :

e Pour tout x de [0, 1],

0 est bien défini et positif et, comme fest nulle ailleurs, on conclut que fest
+x

positive sur R .

e fest continue sur ]0, 1] comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s'annule pas et f est nulle
donc continue sur |-, 0[ et |1, + o [.

La fonction fest donc continue sur R sauf éventuellement en O eten 1.

e Les intégrales J‘_O F(r)dr et J‘:w f(¢)dt sont nulles, I’intégrale j; f(¢)dt est bien définie et on a

1 1 1] +o0
jJ(r)dr:E ,7 =1 Onadone [ rnydr=1

Les trois points précédents montre que f est bien une densité de probabilité.

2) On obtient facilement la fonction de répartition :
Vx<0, Fy(x)=0

Vx>1, Fy(x)=1

X X 1 X 1 1
‘v’xe[O, 1], FX(x)z‘[_wf(t)dtzjof(t)dtzm 0Tor tzmxln(l+x)

. 0 +o0 . 1 . .
3) Les intégrales j_ tf (t)dt et J. | tf (t)dt sont nulles, I’intégrale jot f (t)dt est bien définie et

1 1 ¢1 ¢ 1 1 1 1
Ona‘.‘olff(f)dfzm Omdt:E O(l—mjdtzﬁ(l—lnﬂ.
+o0
On a donc I_ f(r)de=1

Ceci prouve que E(X) existe et on a E(X) = 1111212
n
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De méme E(X 2) existe etona:
1 42 142 — 1
E(X2)=L t_dtzL t41+1dt:L t—1+L tzL —l+ln2 .
In2701+¢ In270 1+¢ In270 1+¢ In2\ 2
Remarque. On pouvait calculer d’abord E (X (X +1)) puis en déduire E (X 2).

On a alors : V(X)zE(Xz)—E(X)2 :é(—%Jranj—%.

En arrangeant un peu, on a :
v (x)

C(2n2-1)m2 2(1-2)° 3m2-2
2(In2)’ 2(n2)*  2(In2)’

4) a) Comme X est a valeurs dans ]O,l] ,ona Y(Q) =[1,+00[ .
Onadonc: Vx<l1, Fy(x)zO.
1 1

VxZLl@ﬁjzPU%ujzPﬁ%gx):PﬂXz—JzLJQ(—)

X X

1 . . 1 1
Comme — appartient a ]O,l] ,onobtient: Vx>1, Fy (x) =]-—x ln(l +—J .
x

In2 X
Conclusion :
Osix<l
F =
r(x) 1——Lxh{@+ljgle
In2 X

b) On vérifie que F, est de classe C' sur ] —oo,l[ en tant que fonction nulle et sur ]1,+ oo[ en tant
que composée bien définie puis différence de fonctions de classe C'.
A fortiori, F, est continue sur ]—oo,l[ et sur ]1,+ oo[ , mais de plus, Fy est continue en 1 (les limites
a droite et a gauche sont égales a Fy (1) =0. Par conséquent, F;, est continue sur R et de classe C'

sur R sauf éventuellement en 1.
On peut donc conclure que Y est une variable aléatoire a densité.

Osix<l

¢) Endérivant Fy ,saufen 1, on obtient : £y (x)=4 1 L] x>l
In2 x(x + 1)

. En posant, par exemple,

Osix<l

s (1)

, on obtient une densité f, de Y donnée par: fy (x)=1 1

1 S
ln2xx(x+1) St

" 22

. 1
d) Comme pour tout x supérieur ou égal a 1, on a x fy (x) =27721
n2 x+

et comme I’intégrale

+o ] . . .
J. 1 —ldx est divergente, on est certain que ¥ n’a pas d’espérance.
X+

5) a) Comme Y (Q)=[l,+[,ona N(Q)=N".
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b) Pour tout entier naturel £k non nul, ona:
P(N=k)=P(k<Y<k+1)=P(k<Y<k+1)=F (k+1)—F (k)

P(N:k):ixln(nl)—ix1n(1+Lj
In2 k) In2 k+1

Conclusion :

2
VkeN*, P(N=k)= %xln{él(‘;l)z)J
n +

¢) On peut écrire : P(N =k)= éxln{kg:;—z)z;lj:%xln{l+
+ n

=0,0nendéduit: P(NZk) ~ m
Foo + n

k(k1+ 2)}

Comme lim
k—>+o k(k + 2)

On a donc bien: P(N =k) ~ kzi 5
+00 n

. - |
d) Pour tout entier naturel k£ non nul, on a kP(N =k) ~ et la série de terme général z est

+o fln?2
divergente donc N ne posséde pas d’espérance en vertu du critére d’équivalence pour les séries a
termes positifs.

6) a) Comme, pour tout ® de Q,ona: N(0)<Y(0)<N(o)+1,on peut en déduire :
0<Y(0)-N(0)<1, cest-a-dire : 0<Z(0)<1
En conclusion, on a: Z(Q)=[0,1].

b) On en conclut tout de suite :
* Vx<0, F;(x)=0
o Vx>1, F,(x)=1

e Vxe[0,1], Fz(x)zP(ZSx)ng([ZSx]m[N:k]).

Ona [Z<x]|n[N=k]|=[Y-N<x]|n[k<Y <k+1]=[V <k+x]|n[k<Y <k+1].
Comme xe[O, 1],onpeutrésumer: [ZSx]m[N=k]=[k£Y<k+x]

En remplacgant, on trouve successivement :

+00

Fy(x) =3 Pk <Y <k+x)=3 (B (k+x)-F (k)

k=1 k=1

F, (x):ioP(kéY<k+x) =$§(m(1+%)—m(1+ 1 D

k=1 k+x

Considérons une somme partielle : S, :LZ ln(l +lj - ln(l + ! ) .
In2:5 k

k+x
s, _ ln(k+lj_ln(k+x+lj
In2 k k+x
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S, :—Z(ln(k+1 —lnk) Z(ln(x+k+1)—ln(x+k))

Apres telescopage, il reste :

1 1
Sn —Eln(n+l)—m(ln(x+n+1)—ln(x+1))

S, =Lln( ntl J+ ln(x+l).

In2 x+n+l1 In2

In (x + 1)
n2
Les trois points précédents montrent que Z suit la méme loi que X.

Aprés passage a la limite, on obtient : Vx &[0, 1], F, (x)=

Probléme
1) a) Comme a, ~ b, et comme b, est non nul (car strictement positif), on a: lim %zl. Par
400 n—>+w0 »
définition de la limite, on a donc: Ve > 0, 3n, e N*, Vn > n,, %—1 <¢. En multipliant chaque
n

membre par |b,|=b,, on obtient :

Ve>0,3n, e N, Vn=ny,|a,—b,|<eb,

Zak Zbk Z £2|ak—bk|.
k=1 k=1

En scindant cette derniére somme en deux, cette f01s pour tout entier naturel » supérieur strictement a
n n

Sa-3h
k=1 k=1

prend des valeurs supérieures a ny donc on peut appliquer a chaque terme le résultat de la question 1a),
n n 1 n

Sa-3h | <o bl v 3 fen.

=1 =1 k=1

k=ny+1
Comme get b, sont strictement positifs, on a finalement :

b) Pour tout entier naturel » non nul, on a :

np, on trouve :

gy n
£Z|ak —bk| + z |ak —bk|. Dans la derniére somme, I’indice £
-1

k=ny+1

ce qui donne :

Vn=n,,

ZClk Zbk < Z|ak bk| +e z bk

k=ny+1

qui est égal a Zbk , on obtient :
=

n 1y
2. ZM—M Zbk
k=1

1| <42 k=ny+1

2.h 2.h Zm
k=1 k=1 k=1

Qb

k=1

¢) En divisant chaque membre par




ED

BUSINESS SCHOOL

0

2l bl

Ona lim k:ln— =0 (le numérateur est constant et le dénominateur tend vers +oo car la série de
n—>+0
pI!
=1

terme général b, diverge et est a termes positifs).

Par conséquent (toujours par définition d’une limite), on peut écrire :

"y

2 lac — &

nm eN,Vn>n, 22— <¢

2.h
k=1
2 b

k=ny+1 5 as ; .
De plus, g'ff—Jr <e¢ car les deux sommes sont a termes positifs et la somme du numérateur contient

b
k=1

moins de termes que celle du dénominateur.
En combinant ces deux résultats, on obtient, en posant n, = max(no,nl) :

n
2%

Ve>0,3n, eN, Vn> n,, ":l -1|<2¢.
Db
k=1
D a
Par définition d’une limite (c’est la derniére fois !), ceci veut dire que lim kzl =1.

n—>+o0

k
k=1

En d’autres termes :

n n
2 ax = D b
k=1 k=

2) On sait que : (2,;1) = (27)

P Par compatibilité des équivalents avec la multiplication et la division,
n! n!

. N . \2m(2n) (2n)2n e2n
on obtient en utilisant 1’équivalent rappelé : (2,7) ~ ( )2 ( )2
* 2mn(n) (e

2 ’7'”’122” n2ne—2n
2n) ~ .

En arrangeant un peu, on trouve : ( 4
w0 2mnx n3e2"

En simplifiant, on a finalement :
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Partie 1 : abscisse de la particule au temps n
1) La variable aléatoire X, est finie donc elle posséde une espérance.

Comme de plusona P(X;=1)=P(X;,=-1)= %, on obtient :
E(Xk)=1xl—1xl:0
2 2
De méme, on a: F (X kz)zlx%+1x%=1, et d’apres le théoreme de Koenig-Huygens, on obtient :

V(Xe)=E(X2)-(E(xX,)) =1-0=1.

En résumé :

E(X;)=0etV(X;)=1

2) a) On a bien sur S, =ZXk .

k=1

b) Ona E(X,)=0 eton déduit, par linéarité de Iespérance : £(S,) = > E(X,)=0.
e

Ona V(X,)=1 eton déduit, par indépendance des X, : (S,)= D V(X;)=n.

k=1
Ces deux formules restent valables pour n =0 .

3) a) En posant Y, = aX,+b,onadéja: ¥, (Q)={-a+b, a+b}. Comme a est strictement positif, la

seule optionest: —a+b=0 et a+b =1, ce qui donne : azbzé.
On vérifie aisément que pour ces deux valeurs, on a :
1
Y, (Q)={0,1} et P(Y, =1)=P(X, :1):5

b) On sait que S, => X, = (2%, -1)=2) ¥, —n
=1 =1 =1
Orles X, étant des variables indépendantes, les Y, le sont également, d'apres le lemme des

n
coalitions, et ainsi Z Y, qui est la somme de » variables de Bernoulli indépendantes suit donc la loi
k=1

binomiale B (n, %j On en déduit que S,(Q) = {2/ -n,0< j<n} etona:

. . 1Y
vjelo.n], P(S, =2]—n)=(7)(5j
n+m n n+m n+m n+m
©) Onas,,-S,=>X,->YX,=> X, =Y (2, -1)=2) Y, —m.
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

On aaussi: S, :ZZYk -m.
k=1
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n+m
Toujours par indépendance des 1, , les sommes ZYk et Z Y, suivent toutes deux la loi binomiale
=1 k=n+1

B (m, %J , ce qui montre que, pour tout couple (n, m) de N*xN*, S,.,, — S, suit la méme loi que S,,.

d) Ona: V(S,)=V(Swumn—25,)=V(Spm)+V(S,)=2Cov(S,.Sun)
On en déduit : COV(Sn,Sn+m) =%(V(Sn+m)+ V(S,,)—V(Sm)) =%(n+m+n—m) =n.

Comme la covariance des variables aléatoires S, et S,.,, est différente de 0, les variables aléatoires S, et
S,+m ne sont pas indépendantes.

Partie 2 : nombre moyen de retours a Iorigine.
1) e La variable O,,,; est une variable certaine égale a 0 et son espérance vaut 0.
e ['événement (O,, = 1) est réalisé si la particule se trouve a I’origine a I’instant 2k .

2k
On a donc, pour tout entier naturel & non nul : P(Oy, = 1) = P(Sy; = 0) = (Z,f )(%) , c'est-a-dire que

(%) (f)

O, suit la loi de Bernoulli de paramétre LR Onadonc: E(Oy)= TR

2n n
2) Ona Z, = ZOk = 202 « d’ou (linéarité de I’espérance) :
k=1 k=1

E(Z,)= ZE Oy) Zn:(;kk)

k=1

3) a) On peut écrire : Z\/_ \/_z\/f \/;x%iﬁ
_ k=1 _
n n

On reconnait une somme de Riemann associée a la fonction qui a x associe —, cette fonction étant

Jx

. o . o1
continue sur ]0,1] et d'intégrale convergente (Riemann de parameétre 5) donc :

im Y =i 2] 2
=

1 1 1
On en déduit que lim £ =— —» —=1, ce qui prouve que :
q n—>+00 2\/; 2n—)+oonk=1 \/; quip q
n
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Remarque. On pouvait aussi appliquer le préliminaire aux suites (ak) et (bk) définies par :
a, :ﬁ et b, =vk+1 ~Jk apreés avoir vérifié que la série de terme général a, diverge et que

a, ~ by
+00

() 1
22n +°°\/E‘

» . 1 . . oo \
Comme la série de terme général — est divergente (Riemann de paramétre 5) et a termes

In

strictement positifs, on peut alors appliquer le premier résultat préliminaire, ce qui donne :

(%) @
Lo X

k=1 Tk

b) En utilisant le second résultat préliminaire, on a :

On en déduit, grace aux questions 2) et 3a), que : £(Z,) ~ L>< 2n
+0

Jn

n
Bz 5.2 F

On a donc :
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ADMISSION SUR TITRES EN PREMIERE ANNEE

RAPPORT DE CORRECTION 2015

Epreuve de MATHEMATIQUES

Présentation de I'épreuve.
L'épreuve, longue comme d’habitude, et peut-étre un peu plus technique que I'année derniére,
comportait trois exercices, ce qui permettait de juger les candidats sur la presque totalité du
programme de I'épreuve : algebre linéaire, analyse, probabilités et statistiques. Les correcteurs ont
trouvé le sujet adapté et tres sélectif tout en respectant scrupuleusement le programme.

» L'exercice 1, portant sur le programme d'algébre linéaire, proposait 1’étude d’une catégorie
d’endomorphismes u de R* vérifiant :

u’> =0

L’objectif était, selon le rang de u, de trouver une base dans laquelle la matrice de u s’écrivait de fagon
simple. Dans le cas ou le rang de u valait 2, on comparait ensuite le commutant de « avec I’espace des
polyndmes de u.

* L'exercice 2 avait pour but I’étude d’une variable aléatoire X de densité :
1

f(x)=4m2(1+x)

0 sinon

si0<x<1

L’énoncé proposait d’étudier I’inverse ¥ de X, puis sa partie décimale Y —LY J , et enfin de montrer

que ¥ — LY J avait méme loi que X.

* L'exercice 3, portant sur le programme d’analyse et de probabilités, avait pour objectif d'étudier le
voyage d’une particule sur un axe gradué, le voyage débutant a 1’origine, la particule pouvant se
déplacer a chaque unité de temps d’une unité sur la droite (I’abscisse de la particule augmentant d’une

unité) avec la probabilité 3 ou d’une unité sur la gauche (I’abscisse de la particule diminuant d’une

. v, 1
unité) avec la probabilité 3

On étudiait ensuite le nombre moyen de retours a 1’origine entre les instants 1 et 2x.

Moyenne.

Pour les 756 candidats ayant composé, la moyenne obtenue a cette épreuve est de 9,41 sur 20 pour un
écart-type d’environ 6,14 (0,4 point au-dessus de I’an dernier), la médiane étant, quant a elle, égale a
9,65.

187 candidats, soit 25% des candidats obtiennent une note inférieure ou égale a 4 (107 ont une note
inférieure ou égale a 2).

97 candidats, soit 12% des candidats, obtiennent une note supérieure ou égale a 18.

Analyse des copies.

Les correcteurs notent une fois encore que le niveau est trés hétérogéne, ceci étant, comme d’habitude,
di aux origines scolaires et universitaires diverses des candidats. La moyenne, est nettement en
dessous de celle de I’année derniere. Les correcteurs y voient deux raisons : [’augmentation importante
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du nombre de candidats (738 contre 600) et le fait que certains de ces candidats soient les premiers a
avoir suivi le nouveau programme du lycée qui, en ce qui concerne les mathématiques, tend a faire
expérimenter plus qu’a démontrer.

Beaucoup de candidats ayant des notes extrémement basses, semblent trés mal préparés: ils
connaissent assez souvent les concepts mais ne les maitrisent pas du tout.

Certains candidats ont visiblement été obligés de faire des impasses, certainement par manque de
temps pour préparer cette épreuve.

En ce qui concerne la crédibilité des copies, signalons les quelques points suivants :

Exercice 1

e Les notions de déterminant, endomorphisme nilpotent, polyndome caractéristique, polynome
minimal, ainsi que le théoréme de Cayley-Hamilton ne sont pas au programme.

e Oser prétendre que X2 est un polyndome scindé a racines simples est pour le moins étonnant et
prouve qu’il est inutile de se promener en dehors du programme.

e Les racines d’un polynome annulateur de u sont, pour la plupart des candidats, les valeurs propres
de u (alors que ce ne sont que les valeurs propres possibles).

e Trop de candidats pensent que si un vecteur n’est pas dans Ker u, alors il est dans Im u.

e Un certain nombre pensent que Ker # et Im # sont supplémentaires (certains allant méme jusqu’a
I’affirmer alors que I’on avait Keru =Imu !!!).

e Le fait que I’endomorphisme u ne soit pas I’endomorphisme nul ne permet en aucun cas d’affirmer

que, pour tout x de R*, ona u(x)#0.

Exercice 2

e La notion d’intégrabilité n’est pas au programme.

e Beaucoup de formules inventées au sujet de la loi de la partie entiére d’une variable aléatoire.

e Peu de candidats maitrisent la caractérisation de la fonction de répartition d’une variable a densité.
Il en est méme qui ne savent pas ce qu’est une densité.

e Ayant In 1+l 1 et In 1+L ~ L, ce qui est correct, il est hors de question de
k )+ k k+1

conclure que ln(1+Lj—ln(l+lj ~ l—L
k+1 k

1
e Un grand nombre de candidats pensent que I’intégrale .[o %dt est impropre en 0.
+1

e Trop de candidats ignorent les régles élémentaires de priorité opératoire et ont cru que ln2(x+ 1)

signifiait ln(2(x + 1)) .

: o 1 1 .
e Presque tous les candidats écrivent ¥ <x|=| X =— | sans argumenter, notamment sur le signe
X

de X et x.

Exercice 3
e Le théoréme de sommation des équivalents n’est pas au programme.

e Ilest grave de penser que @, ~ b, signifie que lim (a,-b,)=0.
+00 n—+w

e De méme, sachant que la série de terme général a, diverge, beaucoup pensent que, forcément, a,
ne tend pas vers 0.

e [l est incroyable de lire (trop souvent) qu’une variable prenant les valeurs —1 et 1 est une variable
de Bernoulli (ce qui rendait les questions suivantes plus que bizarres !).

e Pour finir, il est faux de croire que (2n)! soit égal a 2xn!.
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Conclusion.

L’épreuve a permis de repérer et de mettre en valeur les candidats les mieux préparés (il y en a de tres
bons) et les plus aptes a trouver leur place dans des études exigeantes qui nécessitent rigueur et
honnéteté intellectuelle.

Nous conseillons, comme par le passé, aux futurs candidats de se préparer d’une fagon compléte, en
essayant de ne négliger aucun point du programme : les trois "compartiments" de ce programme
(analyse, algebre linéaire et probabilités) sont essentiels pour une bonne continuation des études a
I'EDHEC.

Pour terminer, les correcteurs rappellent que les candidats doivent s’en tenir strictement aux termes du
programme de cette épreuve (disponible sur le site de ’EDHEC).



